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EXERCICES DE TD

Exercice 1 : Définitions de cours : syntaxe

Considérons les formules propositionnelle suivantes :

s Hi=rV(pA((=g) — 1))

* Hy=pA(rA((—g) — (-p)))

* Hy=((qV-p)— (==qV-p)A((=qV-p) = (-pVq)
Pour chaque formule :

Q. 1 dessiner son arbre syntaxique;
Q. 2 donner ses sous-formules ;

Q. 3 donner ses variables propositionnelles

Exercice 2 : Conséquence sémantique

Q.1 Soient A, B, C trois formules propositionnelles. Les conséquences sémantiques suivantes sont-
elles vérifiées ? Justifier.

1. {AVB,A—C,B—>C}EC 6. A— BE-A—-B
2. A— BE -B — A 7. {A— B,~B}F -A
3. {AVB,-A}EB 8. {A— B,~A}E B
4. A>BEB A 9. {~B— A A}EB
5. {~(AVB),C —» B} E—~(AV () 10. {~A —> ~B,A}E B

Solution
On traite les 3 premieres conséquences sémantiques au moyen de raisonnement sur les boo-
léens. Les deux suivantes au moyen de tables de vérités. La derniere au moyen d’équivalence
sémantique.
1. Oui. Soit ptel que (1) [AVB]* =V, (2) [A - C]* =V et (3) [B — C]* =V, montrons
que [C]* = V. De (1) [A]* + [B]* = V et donc [A]* =V ou [B]* = V.
e Si[A]* =V, puisque de (2) [A]* +[C]* = Vil vient [C]* =V
=
e Sinon si [B]* = F, puisque de (3) [B]* +[C]* = V il vient [C]* = V
=
Finalement dans tous les cas [C]* = V et on peut conclure.
2. Oui. Soit p une valuation. [A — B]* = [A]* + [B]* = [A]* + [B]* = [B]* + [A]* =
[-B — —A]*. Finalement ceci étant vrai pour tout y, il vient que A - B = —-B — —A
et a fortiori A - BF -B — —A.
3. Oui. Soit i tel que [A Vv B]* = [A]* + [B]* = V et [-A]* = V. Alors [A]* = F, donc
[A]* + [B]* = [B]* = V. Finalement, ceci étant vrai pour tout p, {AV B,-A} F B.
4. Non. Un contre-exemple : soit [A]* = V et [B]* = V. Alors [A — B]* = V mais
[B— A]* =F.Donc A - BF B — A.




5. Oui. Par table de vérité, on constate bien que si on consideére les lignes pour lesquels
-(AV B) et C — B sont rendus V par I'environnement propositionnel alors —(A Vv C')

’est aussi.
A|/B|C|AvB|—=(AVvB)|C—B|—-(AVC)
FI|F|F F V \Y \Y
FIF |V F \Y, F F
FIV]|F V F V V
FIV ]|V \Y F \Y, F
VIFI|F \ F \ F
VI F|V V F F F
VIVI|F V F V F
VIiV|V V F \Y F

6. Non. Un contre-exemple : soit [A]* = F et [B]* = V. Alors [A — B]J* = V, mais
[-A — —-B]* =F.

7. Oui. Par table de vérité, on constate bien que si on consideére les lignes pour lesquels
A — B et B sont rendus V par 'environnement propositionnel alors —A I'est aussi.

A|BI||A—-B|-B|-A
F|F V V V
F |V V F V
VIF| F |V |F
V|V Vv F F
8. Non. Un contre-exemple : [A]* = F, [B]* = V. Alors [A — B]* =V, [-A]* =V, mais
[-B]* =F.
9. Oui. Du cours, {—~B — —A, A} E Bsiet seulement si ((-B — —A) A A) — B est valide.
Or

(-B—>-A)NA)—>B==((—BV-A)ANA)VB
~(BV ~A)V-A)V B
(-BANA)V-A)VB
(-BV-A)AN(AV-A) VB
(-BV-A)AT)VB
(—\B\/—\A) VvV B
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Finalement ((—-B — —A) A A) — B est bien valide.
10. Non. Un contre-exemple : [A]* =V, [B]* = F. Alors [-A — —=B]* =V, [A]* =V, mais
[B]* =F.

Exercice 3 : Fraternité [ccr2o010]

Les universités anglophones nord-américaines sont célebres pour leurs associations estudiantines,
les fraternités, ou sororités. Celles-ci développent souvent une culture du secret.
Vous venez de rejoindre la fraternité I'ay. Lors de votre initiation, vous avez appris les régles gou-



vernant les discussions pour que seuls les membres puissent en comprendre le contenu. Lorsque plu-
sieurs membres prennent la parole sur un sujet donné, soit ils disent tous la vérité, soit ils mentent
tous. Si quelqu’un intervient sur plusieurs sujets, il peut avoir un role différent pour chaque sujet.
Pour étre définitivement admis, vous devez démontrer votre maitrise de ces regles. Vous participez
a une discussion avec trois membres de la fraternité que nous appellerons A, B et C'. Ceux-ci vous
indiquent comment rejoindre la salle d’intronisation. Si vous n’arrivez pas a rejoindre directement
cette salle, vous ne serez pas admis.
Un premier sujet est abordé concernant la piece dans laquelle se tiendra la cérémonie :

1. A: «La cérémonie se tiendra dans le gymnase »

2. C: «Non, elle ne se tiendra pas dans cette piece »

3. A: «Ou alors dans le réfectoire »
Nous noterons G et R les variables propositionnelles associées a la piéce ou se tiendra la cérémonie.
Nous noterons A; et C les formules propositionnelles correspondant aux affirmations de A et C' sur
le premier sujet.
Puis, un second sujet est traité concernant les escaliers qui permettent de rejoindre la piece ou se
tiendra la cérémonie.

1. A: «Le premier escalier conduit a I'intronisation »

2. C: «Tu as raison »

3. A: «Le troisieme escalier y conduit aussi »

4. B : «Si le deuxieéme escalier y conduit, alors le troisieme n’y conduit pas »

5. C: «Le deuxiéme n’y conduit pas »
Nous noterons £y, F,, E5 les variables propositionnelles correspondant au fait que le premier, le
deuxiéme, le troisieme escalier conduisent a la salle de cérémonie.
Nous noterons A,, B; et Cy les formules propositionnelles correspondant aux affirmations de A, B
et C' sur le second sujet.

Q. 1 Représenter le premier sujet abordé sous la forme d’une formule propositionnelle dépendant
des formules A,, et C.

Solution
(AL ACY) V (mA ACY)

Q. 2 Représenter les informations données par les participants sous la forme de deux formules
propositionnelles A; et C'; dépendant des variables G et R.

Solution

A =GVR,C=-G

Q. 3 Déterminer dans quelle piece vous devez vous rendre pour rejoindre la cérémonie.

Solution

(ATANC) V(A AN=C) = ((GV R)A(G)) V (=(G V R) A=(—Q))
(GA-G)V (RA-G)V (((FG) A (=R)) AG)

(RN Q)

Aussi si p est un modele de la formule, on a que p(R) = V et p(G) = F, la cérémonie se tiendra
donc dans le réfectoire et non dans le gymnase.




Q. 4 Représenter le second sujet abordé sous la forme d’une formule propositionnelle dépendant
des formules A,, B, et Cs.

Solution

(Al A Bl A Cl) V (_\Al A\ _\Bl A _\Cl)

Q. 5 Représenter les informations données par les participants sous la forme de trois formules
propositionnelles A,, By et Cy; dépendant des variables F1, F, et Fs.

Solution
AQZEl/\Eg, BQZEQ%ﬁEg, CQZAQ/\_\EQ

Q. 6 En utilisant le calcul des propositions (résolution avec les tables de vérité), déterminer I'es-
calier que vous devez suivre pour rejoindre la cérémonie.

Solution
E1 E2 E3 AQ B2 CQ (Al A Bl A Ol) V (_‘Al A _'Bl A _\Ol)
FIF|F|F|V]F F
FIF|V|F|V]|F F
FIV|F|F|V]|F F
FIV|V|F|F]|F Vv
V|F|F|F|V]|V F
V|F|V | V]|V]|V Vv
ViV|F|F|V]|F F
Vi V|V | V|F]|F F
Il faut donc prendre I'escalier 3.

Q. 7 En admettant que les trois participants aient menti, pouviez vous prendre d’autres escaliers ?
Si oui, le ou lesquels ?

Solution
Dans le cas ou les 3 ont menti, il est aussi possible de prendre I'escalier 2.

Exercice 4 : Alice aux pays des merveilles (ccp 20021

Lors de ses aventures au pays des merveilles, Alice est souvent accompagnée par le chat de Cheshire.
Ce félin énigmatique s’exprime sous la forme d’affirmations logiques qui sont toujours vraies. Alice
se trouve dans un couloir dont toutes les portes a sa taille sont fermées. La seule porte ouverte
est nettement trop petite pour qu’elle puisse 'emprunter. Une étagere est fixée au-dessus de cette
porte. Le chat dit alors a Alice : “L’'un des flacons posés sur cette étagere contient un liquide qui te
permettra de prendre une taille plus adéquate. Mais attention, les autres flacons peuvent contenir
un poison fatal.” Trois flacons sont effectivement posés sur I’étagere. Le premier est rouge, le second
jaune, le troisieme bleu. Une étiquette est collée sur chaque flacon. Alice lit 'inscription figurant sur
chaque étiquette :

- Flacon rouge : le flacon jaune contient un poison. Le flacon bleu ne contient pas un poison;

- Flacon jaune : si le flacon rouge contient un poison, alors le flacon bleu aussi;



- Flacon bleu : je ne contiens pas un poison, mais au moins I'un des deux autres flacons contient

Q.1

Q.2
Q.3
Q. 4

Q.5

Q.6

un poison.

Axiomatiser les énoncés ci-dessus au moyen de trois formules Iy, I;, 5, représentant les
énoncés des flacons rouge, jaune et bleu.

La conjonction de ces trois formules est elle satisfiable ?
Une des inscriptions est-elle une conséquence sémantique des deux autres ?

Dans le cas ot aucun des trois flacons ne contient pas de poison, est-ce qu’une ou plusieur(s)
inscription(s) est(sont) fausse(s) ? Si oui, laquelle ou lesquelles ?

Si les trois inscriptions sont vraies, est-ce qu'un ou plusieurs flacons contient(ent) un poison ?
Si oui le(s)quel(s) ?

Si seuls les flacons ne contenant pas de poison ont une inscription vraie, est-ce qu'un ou
plusieurs flacon(s) ne contient(nent) pas de poison ? Si oui, lequel ou lesquels ?

Solution

Non

Exercice 5 : Barre de Scheffer

Nous enrichissons la logique d’'un nouveau symbole binaire : nand , dont l'interprétation est définie
de la maniere suivante : [H; nand H]” = [H1]’ - [H2]".

Q. 1 Pour chaque formule suivante, donner une formule équivalente utilisant uniquement nand
comme connecteur de formules.
s Hi N Hy s HiV Hy s H « H,
* —H; * Hy — H
Solution

—-H, = H; nand H;.

Hy N Hy = —(H; nand Hy) = (H; nand H,) nand (H; nand H,)

H,V Hy = ~(—~H,; AN —Hy) = —H;, nand ~Hy = (H; nand H;) nand (Hy nand Hs)
= —(Hy A —Hy) = Hy nand —Hy = H; nand (Hy nand H,)

H, & Hy = (Hy — Hs) A (Hy — Hy) = Hy nand (Hy nand H,) =...

Faire de méme avec 'opérateur nor dont l'interprétation est [H; nor H|? = [Hi]* + [H.]?

Solution

De méme.

Exercice 6 : Formules duales

Dans cet exercice on se limite aux formules n’utilisant pas — et <. On définit le dual d’'une formule
H, dénoté H* comme étant la formule obtenue en inversant T et | et en inversant A et V.

Q.1

Donner une définition inductive du dual d’une formule.



Solution
On définit la fonction (J* par induction de la maniére suivante :

T =1
1*=T
pr=p pour p € P

(GNH)"=G*V H*
(GVH)"=G*"NH"
(=G)" = ~(G7)

Q. 2 Montrer que si deux formules sont équivalentes, alors leurs duales sont aussi équivalentes.

Solution

Etant donné un environnement propositionnel p € B”, on définit I'environnement propo-
sitionnel p” comme étant p — p(p). Montrons par induction la propriété suivante sur 7,
P(G) :Vp € B?, [G*]P = [-G]".

- Montrons P(L) : Soit p € B?, [L*]* = [T] = [-L]* = [-L]""
Montrons P(T) : Soit p € BY,[T*]? = [L]* = [ T]* = [~ T]*
Soit p € #, montrons P(p) : Soit p € B?, [p*]* = [p]* = p(p) = p°(p) = [-p]""
Soit G telle que P(G), montrons P(—G) : Soit p € B?,[(-G)*]? = [-G*]* = [G*] =
[-GI" = [(-G))”
Soit G et H telles que P(G) et P(H), montrons P(G A H) : Soit p € B? [(G A H)*]? =
[G* v ) = [ + ] = G + [-H] = GV -HIT = G TH -
[G A H]P = [~(G A H)P
Soit G et H telles que P(G) et P(H), montrons P(G' V H) : Soit p € B? [(GV H)*]* =
[6* AP = (G- [HT = [V [-H) = [-GI7 + [FHY = 617 + [H] -
[G Vv H]" = [~(G Vv H)]”
On remarque de plus que (p°)"° = p.
Ainsi soit deux formules G et H telles que G = H, soit p € B?, on a [G*]? = [-G]*" =
[G]*7 = [H]*” = [-H]?" = [H*]* et finalement on a bien que G* = H*.

Q. 3 Montrer si une formule est valide, sa formule duale est non satisfiable.

Solution
Soit G une formule valide alors G = T, on a donc G* = T* = L et donc G* est insatisfiable.

Exercice 7 : Logique avec If

Logique propositionnelle alternative % FEtant donné un ensemble de variables proposition-
nelles Q, 'ensemble des formules de la logique propositionnelle alternative F;r sur Q, est défini
inductivement comme suit.

e T et L sont des formules de F.

* Toutes les variables propositionnelles de Q sont dans F;.

* SiC, G et H sont trois formules de F;¢, alors if C' then G else H est une formule de F+.



Interprétation des formules de #;; Etant donnés un ensemble de variables propositionnelles Q
et un environnement propositionnel p sur Q, I'interprétation des formules de F est définie comme

Sum [TlP =V [pl* =p(p) sipeQ
[L]»=F [if C then G else HJ]* = [C]*-[G]* + [C]* - [H]”

1. Représentabilité des fonctions booléennes par formules de F;¢

Q.1 Donner une formule de #+ dont la sémantique est la fonction booléenne (p, ¢, 7) — p+q+r.

Solution
if p then T else (if ¢ then T else r)

Q. 2 Exprimer la sémantique de if C' then G else H comme une disjonction, selon la valeur
de [C]*.

Solution
Si[C]? = Valors [if C' then G else H]* = [G]*,sinon [if C then G else H|* = [H]".

Q. 3 Démontrer que toute fonction booléenne peut étre représentée par une formule de la logique
avec Fis.

Solution
On montre le résultat par récurrence sur le cardinal de 'ensemble Q des variables proposi-
tionnelles.

e SiQ = ( alorsil y a deux fonctions booléennes : la fonction qui a la valuation vide () associe
V et celle qui a 'environnement vide () associe F. Cette premiere fonction est représentée
par la formule T, la seconde par la formule .

e Sinon, soit Q = Q' U {p} ot p ¢ Q'. Soit f une fonction booléenne sur Q. Soit gy la
fonction booléenne définie sur Q' par gy(u) = f(p W (p — V)) ot p W (p — V) est la
valuation définie sur Q, qui coincide avec p sur Q' et qui V sur p. Soit de méme g la
fonction booléenne définie sur Q' par ge(p) = f(n W (p — F)). gv et gr sont des fonctions
booléennes définies sur les variables propositionnelles Q'. Par hypothese de récurrence,
soient donc deux formules de F;¢ G\ et G dont gy et gr sont les sémantiques. Considérons
alors la formule G £ if p then Gy else Gg. Soit 1 un environnement propositionnel sur

o)
(1)

° Sipu(p) =V alors [G]* = [Gv]* = [GV]"*" = gv(pjor) = g(e W (p V) =g
° Sipu(p) = Falors [G]" = [Ge]" = [Ge]"" = gr(po) = 9o & (p = F)) = g(p)
Finalement la sémantique de G est bien g.

Q. 4 Donner une fonction ¢ : F;; — F associant une formule de F a chaque formule de F;¢, ¢
doit étre telle que VH € Fi¢, [p(H)] = [H].

Solution
On définit inductivement ¢.
*p(T)=T
*p(l)=1
* ¢(p)=p
* p(if C then G else H) = (o(C) A p(G))V (—p(C) N p(H))




L’équivalence demandée découle de la définition de la sémantique de if C' then G else H.

Q.5 Conclure quant a la représentabilité des fonctions booléennes dans la logique des proposi-
tions.

Solution
Soit ¢ une fonction booléenne, il existe G une formule de F¢ telle que [G] = g et donc ¢(G)
est une formule de la logique propositionnelle telle que [¢(G)] = [G] = g¢. Finalement on
retrouve le résultat de cours sur 'exhaustivité de la logique propositionnelle.

2. Représentabilité des formules de la logique propositionnelle par la logique
alternative

Q. 6 Démontrer, en utilisant les résultats précédents, que pour toute formule H de la logique
propositionnelle, il existe une formule équivalente a H en logique alternative.

Solution
Soit H une formule de la logique propositionnelle. [H] est une fonction booléenne, il existe
donc une formule G' de i telle que [G] = [H]. Autrement dit G est une formule de Fi¢
équivalente a H.

On s’intéresse maintenant a la construction d’une telle formule.

Q. 7 Donner une fonction v : ¥ — ;¢ associant une formule de F;¢ a chaque formule de F, v
doit étre telle que VH € 7, [¢(H)] = [H].

Solution
On définit ¢ par induction structurelle.
* () =T
* (L) =1
* Y(p)=p
e Y(—G)=if G then L else T
e Y(GV H)=1if G then T else H
e Y(GANH)=1if G then H else L
* (G — H)=1if G then H else T
* Y(G— H)=1if G then H else (if H then L else T)

On restreint la logique alternative en n’autorisant que des formules if C' then G else H dans
lesquelles C' est une variable propositionnelle, on dénote F; cette logique.

Regles de réécriture. On appelle regle de réécriture (c’est une définition par 'exemple) un énoncé
de la forme H; A Hy ~» —((—H;) V (—Hs)). Une telle regle décrit comment des sous-formules
d’une formule doivent étre successivement transformées. Un ensemble de regles de réécriture (g; ~~
dy,...,gn ~ d,) décrit donc un algorithme :



Algorithme 1 : Application d’un systéme de réécriture (g; ~~ dy, ..., g, ~> d,) a une for-
mule H
Entrée : Une formule H
1 tant que il existe une sous-formule G de H de la forme g; faire
2 L remplacer GG dans H par d;;

Par exemple la regle de réécriture H; A Hy ~~ —((—Hy) V (—H,)) permet la transformation d’une
formule en une formule équivalente ne contenant pas de connecteur A.

Q. 8 Proposer un ensemble de regles de réécriture dont I'application successive permet la trans-
formation d’'une formule de F;; en une formule de #; équivalente. Démontrer la correction
de votre ensemble de regles de réécriture.

Solution

(if T then G else H) ~ G
e (if L then G else H)~ H
e (if(ifCthenlelseJ)thenGelseH ) ~» ifCthen(iflthenGelseH )else(if JthenGelseH)
Pour démontrer la correction, il suffit de remarquer que :
- if T then G else H=(TAG)V(-TAH)=G
- if L then G else H=(LAG)V(-LAH)=H

ifCthenlelseJ) A G) V (=(ifCthenlelseJ) A H)
(CADNV(CAND)ANG)V (=((CAIT)V(=CAJ))ANH)
CANING)V(-CANJAG))V (((mCV—-I)AN(CV=T)AH)
CANING)V(-CANJANG))
“~CANCANH)V(=CANJNH)V(~INCANH)V (~IN-JANH)
CANING)V (-CANJTAG))
~-CANJANH)V(CAN-INH)V (-IAN-JANH)
CANING)V (~CAJAG))
~CANJANH)V(CAN-INH)V ((CV-C)AN=IAN-JANH)
CANING)V (-CANJIANG))
~CANJANH)V(CA-INH)V(CAN-IAN=JNH)V(=CAN-IAN—-JANH)
={(CANING)V(-CANIJNG)V(-CANJIJNH)V(CAN-INH)
=(CANINGVAIN)V(-CAN(JANGVINH))
ifCthen(if/thenGelseH)else(if JthenGelseH)

< < = <
e e e R en e o

—~
—~

<

Q. 9 Est-il nécessaire d’appliquer cet algorithme aux formules produites a la Q. 3?

Solution
Non, nous avons “fabriqué” des formules déja sous la forme voulue.




EXERCICES DE PROGRAMMATION

Exercice 8 : Syntaxe et sémantique de la logique propositionnelle

Dans tout cet exercice on suppose que les formules de la logique propositionnelle sont définies sur
un ensemble de variables propositionnelle # = {xq, 1, zo, ..., x,_1} admettant une indexation par
des entiers naturels d’un intervalle [0, n — 1].

Valuations. Une valuation est une fonction de % dans I'’ensemble des booléens B. Une telle fonction
représente une affectation des variables propositionnelles. Etant donné que les variables proposi-
tionnelles admettent une indexation par les des entiers naturels d’un intervalle [0, » — 1], on peut re-
présenter une valuation au moyen d’un tableau de booléens. La valuation (zg — F, 21 — V, 25 — F)
sera représenté par le tableau [|false; true; false|]. Ainsi on se munit de la définition de type
ci-dessous.

1| type valu = bool array

Syntaxe de la logique propositionnelle. On rappelle, qu’étant donné un ensemble de variables
propositionnelles Q, on définit les formules de la logique propositionnelle ¥ comme étant le plus
petit ensemble obtenu inductivement de la maniere suivante :

e |, T ecF?

e SipeQ,pe

e SiGeFetHeFalorsGVHeF GANHeF,G->-HeF,G>HecHF

e SiG € Falors -G € F

Une telle définition nous conduit naturellement a définir le type formule ci-dessous.

1| type formule =

2 | Top

Bot

Var  of int

5 And  of formule * formule

* formule
7 Imply of formule * formule
8 Equiv of formule * formule

I
I
I
6 | Or of formule
I
I
I

Not of formule

compagnon_logique.ml. Dans le fichier compagnon, on trouvera des définitions des types intro-
duits ci-dessus, ainsi qu'une fonction affiche : formule -> unit permettant l'affichage des for-
mules de la logique propositionnelle.

1. Syntaxe

Q. 1 Définir une fonction empty_vars : formule -> bool prenant en argument une formule G de
la logique propositionnelle et retournant si cette formule est sans variable propositionnelle
ou non. Par exemple pour la formule (z; A x2) la fonction devra s’évaluer a false, mais pour
la formule T — (—1) la fonction devra s’évaluer a true.

10



Solution

1| (*#* Teste si la formule [g] est sans variable. *)
2| let rec empty_vars (g: formule): bool =

3 match g with

4 | Top

5 | Bot -> true

6 | Var _ -> false

7 | Not(g) -> (empty_vars g)

8 | And(g, d)

9 | Or(g, d)

10 | Imply(g, d)

1 | Equiv(g, d) -> (empty_vars g) && (empty_vars d)

Q. 2 Définir une fonction taille : formule -> int prenant en argument une formule G de la
logique propositionnelle et retournant la taille de cette formule.

Solution
1| (** Calcule la taille de la formule [g]. *)
2| let rec taille (g: formule): int =
3 match g with
4 | Top
5 | Bot
6 | Var _ -> 1
7 | Not(g) -> 1 + (taille g)
8 | And(g, d)
9 | Or(g, d)
10 | Imply(g, d)
1 | Equiv(g, d) -> 1 + (taille g) + (taille d)

Q. 3 Définir une fonction vars : formule -> int prenant en argument une formule G de la lo-
gique propositionnelle et retournant le plus petit entier n € N tels que les variables proposi-
tionnelles de G sont toutes indicées par des entiers de [0,n — 1].

Solution
1| (** Retourne le plus petit entier n tel que les variables propositionnelles
2 de G sont toutes indicées par des entiers de [[0, n - 1]] *)
3| let rec vars (g: formule): int =
4 match g with
5 | Top
6 | Bot -> 0
7 | Var i -> i+ 1
8 | Not(g) -> (vars g)
9 | And(g, d)
10 | Or(g, d)
1 | Imply(g, d)
12 | Equiv(g, d) -> max (vars g) (vars d)
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2. Sémantique.

Q. 4 Définir une fonction interprete : formule -> valu -> bool permettant l'interprétation
d’une formule dans une valuation. On lévera une exception si la valuation ne contient pas
toutes les variables apparaissant dans la formule.

Solution
1| (** Retourne 1’'interprétation de la formule [g] dans la valuation [mu]. *)
2| let rec interprete (g: formule) (mu: valu): bool =
3 match g with
4 | Top -> true
5 | Bot -> false
6 | var i ->
7 if i > Array.length mu then
8 failwith "pas une variable de 1'environnement propositionnel”
9 else mu. (i)
10 | Not(g) -> not (interprete g mu)
11 | And(g, h) -> (interprete g mu) && (interprete h mu)

Q. 5 Définir une fonction next : valu -> unit prenant en argument une valuation et le mo-
difiant pour qu’elle contienne la valuation suivante dans la numérotation “canonique” des
tableaux de booléens.

Indication. Cette numérotation canonique est celle de la représentation en base 2 d’un entier
naturel. Ainsi pour n = 3, la numérotation des tableaux est :
0) [|false ; false ; false |] 3) [Ifalse ; true ; true |]
1) [|false ; false ; true |] 4) [|true ; false ; false |]
2) [|false ; true ; false |] 5) ...
Solution
1| (%% Modifie le tableau de booléen passé en paramétre de sorte qu’il
2 contienne le prochain tableau de booléen pour la numérotation
3 "canonique” des tableaux de booléens (celle qui coincide avec
4 1'incrémentation des entiers). *)
s let next (mu: valu): unit =
6 let i = ref (Array.length mu - 1) in
7 let retenue = ref true in
8 while (!i >= @ && !retenue) do
9 retenue := mu.(!i);
10 mu.(!'i) <- not mu.(!i);
11 decr i;
12 done
Q. 6 Définir une fonction sat : formule -> valu option*® permettant de résoudre le probléme

de la satisfiabilité d’'une formule. On retournera donc None si la formule est insatisfiable et
Some (1) sinon, ou u est un modele de la formule.

&. Voir topo en fin d’énoncé pour type 'a option
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Solution

(** Résout le probleme sat sur la formule g. *)
let sat (g: formule): valu option
3 let n = vars g in

4 let mu = Array.make n false in
5 let found = ref None in

6 let i = ref @ in

7 (¥ 1 1sl n = 2*n %)

—

[

8 while (!i < (1 1sl n) && !found = None) do
9 if interprete g mu then found := Some mu
10 else next mu;

11 incr i

12 done;

13 !'found

Interlude. Considérons I’énigme ci-dessous.

7~

Vous étes perdus dans le désert et vous suivez une piste depuis de longues heures quand vous
débouchez soudain sur une bifurcation. Vous savez que les deux pistes qui s'ouvrent a vous
peuvent éventuellement conduire a une oasis, mais aussi vous perdre a tout jamais. Chacune
d’elles est gardée par un sphinx qui s’anime a votre arrivée et commence a parler : Le premier
vous dit : « une au moins des deux pistes conduit a une oasis. » Le second ajoute : « la piste
de droite se perd dans le désert. » Sachant que les deux sphinx disent tous deux la vérité, ou
bien mentent tous deux, que faites vous ?

Q. 7 Résoudre I'énigme ci-dessus au moyen de la fonction sat.

Q. 8 Définir une fonction est_valide :

valide.

Solution

formule -> true permettant de tester si une formule est

-

(** Résout le probleme valide sur la formule g. *)
let valide (g: formule): bool =

3 let n = vars g in

4 let mu = Array.make n false in

5 let ok = ref true in

6 let i = ref 0 in

7 (¥ 1 1sl n = 2*n %)

8 while (!i < (1 1sl n) && !ok) do

)

9 ok := interprete g mu;
10 incr i

11 done;

12 ok

Q. 9 Définir une fonction est_cons_semantique :

tester si une formule est conséquence sémantique d’une autre.

13
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Solution

1‘ (** Teste si [h] est conséquence sémantique de [g]. *)
z\let est_cons_semantique (g: formule) (h: formule): bool =
s valide (Imply(g, h))

Q. 10 Définir une fonction equiv : formule -> formule -> bool permettant de tester si deux for-

mules sont équivalentes.

Solution

1‘ (** Teste si [h] est équivalente a [g]. *)
z‘let equiv (g: formule) (h: formule): bool =
3\ (est_cons_semantique g h) && (est_cons_semantique h g)

Q. 11 Définir une fonction models : formule -> valu list donnantl’ensemble des modeles d’'une

formule.

Solution

-

(*¥* Donne 1'ensemble des modeles de [g]. *)
let models (g: formule): valu list =

3 let n = vars g in

4 let mu = Array.make n false in

5 let res = ref [] in

6 (¥ 1 1sl n = 2%n %)

7 for i =0 to ((1 1sl n) - 1) do

N

8 if interprete g mu then res := (Array.copy mu) :: !res;
9 next mu

10 done;

11 'res

Exercice 9 : Construction d’une formule a partir d’une fonction

Cet exercice nécessite d’avoir fait I'exercice précédent. On définit le type ci-dessous.

1 type fct_bool = valu -> bool

Q. 1 Donner une fonction formule_of_fct_bool : string list -> fct_bool -> formule calcu-
lant une formule dont la sémantique est la fonction booléenne passée en argument. On utili-
sera dans cette question I'algorithme vu en classe et produisant une disjonction de conjonc-
tion de littéraux. On fournit en argument ’ensemble des variables propositionnelles sur lequel

est définie la fonction booléenne. On pourra donc travailler en plusieurs temps :

* Ecriture d’une fonction prenant en argument un couple (p, b) et retournant le littéral p si
b = true et —p sinon.

« Ecriture d’'une fonction prenant en argument un environnement propositionnel p et re-
tournant une clause conjonctive dont ;. est le seul modele (notons H,, une telle formule).

* Ecriture de la fonction formule_of_fct_bool construisant la disjonction de toutes les clauses
H,, pour u dans I'image réciproque par la fonction booléenne de V (autrement dit : les en-
vironnements pour lesquels la fonction booléenne en question vaut vrai).
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Q. 2 Donner une fonction formule_of_fct_bool2 : string list -> fct_bool -> formule cal-
culant une formule dont la sémantique est la fonction booléenne passée en argument. On
utilisera dans cette question I’algorithme vu en classe et produisant une conjonction de dis-
jonction de littéraux. On fournit en argument ’ensemble des variables propositionnelles sur
lequel est définie la fonction booléenne.

Exercice 10 : Application de regles de réécriture

On s’'intéresse a I'utilisation de regles de réécritures pour la transformation automatique de formules.

Régles de réécriture. On appelle régle de réécriture ® un énoncé de la forme Hy A Hy ~ —((—H;)V
(mH,)). Une telle regle décrit comment des sous-formules d'une formule doivent étre successivement

transformées. Un ensemble de regles de réécriture (g; ~~ di, ..., g, ~ d,) décrit alors un algorithme.
Algorithme 2 : Application d’un systéme de réécriture (g; ~~ dy,..., g, ~> d,) a une for-
mule H

Entrée : Une formule H
1 tant que il existe une sous-formule G de H “de la forme” g; faire
L remplacer G dans H par d;;

Par exemple la regle de réécriture H; A Hy ~» —((—H;) V (—H,)) permet la transformation d’une
formule en une formule équivalente ne contenant pas de connecteur A. En effet en utilisant cette
regle la formule (p A (¢ A 7)) est transformée en —(—pV = (g A 7)), elle-méme transformée en —(—p V
—=(=g Vo).

On représente un ensemble de regles de réécriture en OCaml par une fonction de type formule
-> formule option". On définit donc le type : type rewrite = formule -> formule option. Par
exemple la regle de réécriture Hy A Hy ~» —((—H;) V (—H2)) peut étre encodé au moyen de la
fonction :

1
le
2‘ fun (F formule) -> match f with
s

|

| And(h1, h2) -> Some(Not(Or(Not(h1), Not(h2))))

4 | _ => None

Ainsi lorsque la fonction retourne None, c’est qu’aucune regle de réécriture n’a pu étre appliquée
sur la “téte” de la formule, sinon c’est quune réécriture peut avoir lieu, auquel cas la fonction nous
fournit la formule transformée.

L'ensemble de régles de réécriture (Hy A Hy ~» —((—=Hy) V (mH3)), Hy V Hy ~~ =((=H;y) A (—Hy)))
peut étre encodé au moyen de la fonction :

1 let ex =

2 fun (f: formule) -> match f with

3 | And(h1, h2) -> Some(Not(Or(Not(h1), Not(h2))))
4 | Or(h1, h2) -> Some(Not(And(Not(h1), Not(h2))))
5 | _ => None

On remarque au passage que cet ensemble de regles de réécriture a le mauvais gofit de fournir un
algorithme ne terminant pas.

&. C’est une définition par I’exemple, la notion de regle de réécriture n’est pas a votre programme
Q. Voir topo sur le type 'a option en fin d’énoncé
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Q.1 Donner une fonctionval rewrite_one : rewrite -> formule -> formule option, permet-
tant I'application d’une regle de réécriture sur la formule H passée en argument. S’il est pos-
sible d’appliquer des réécritures a plusieurs sous-formules de H on choisira d’appliquer la
réécriture sur la premiére sous-formule de A rencontrée dans I'ordre de parcours préfixe des
sous-formules. Si aucune sous-formule de H ne conduit a une réécriture, votre fonction devra
alors s’évaluer a None.

Exemples :
Avec le systeme de réécriture exemple ci-dessus, et la formule H = (p A q) — (g A7), la
fonction doit calculer la formule —(—p V —q) — (¢ A7)

Q. 2 En déduire une fonction val rewrite : rewrite -> formule -> formule calculant le résul-
tat de 'algorithme d’application des regles de réécriture décrit ci-avant. Votre fonction pourra
ne pas terminer, en fonction du systeme de réécriture.

Application. On cherche a construire une formule équivalente qui ne contient que des variables
propositionnelles et les connecteurs — et A.

Q. 3 Proposer un systeme de réécriture permettant cette transformation.
Q. 4 Tester votre systeme de réécriture avec votre fonction rewrite ci-avant définie.

Q.5 Donner les arguments justifiant de la terminaison et de la correction de votre systeme de
réécriture.

=g ]e type 'a option en OCAML

Il n’est pas rare que 'on souhaite étendre un type OCAML t pour y ajouter une valeur. Consi-
dérons par exemple 'ensemble des entiers int et la fonction de division :

1| let ma_division (x: int) (y: int) : int =
2 print_string "je fais une division”;
s (x /y)

Cette fonction est bien définie mais léve une erreur quand on I'appelle avec une valeur nulle
pour l'entier y. Aussi on souhaite ajouter une valeur spéciale, qui ne soit pas un entier, aux
entiers, on pourra alors retourner cette valeur dans le cas d’'une division par zéro.

OCawm1. fournit pour cela le type prédéfini 'a option, défini de la maniére suivante :

1| type 'a option =
2| None
2. | Some of 'a

Aussi un élément de type 'a option est : ou bien la valeur None, ou bien la valeur Some (x) ot
x est de type 'a. On peut alors redéfinir notre division de la maniere suivante :

1 let ma_division (x: int) (y: int) : int option =
2 print_string "je fais une division”;

.~ if y = @ then None

. else Some(x / y)

3

4
Noter le type de retour de la fonction.

1| # ma_division 4 2 ;;

2| je fais une division- : int option = Some 2
s # ma_division 4 @ ;;
4\ je fais une division- : int option = None
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Bien sfir, en tant que type défini par énumération, on peut raisonner par disjonction sur une
valeur de type 'a option au moyen de la construction match ... with .... Ainsi on peut défi-
nir la fonction ci-dessous effectuant une division par 2 au moyen de la fonction ma_division.

let division_par_2 (x: int) : int =

> match ma_division x 2 with

3‘ | None -> failwith "ma_division : division par zéro"
| Some(r) ->r

1

4
Noter le type de retour de la fonction.

1| # division_par_2 3 ;;
2| je fais une division- : int = 1

Une utilisation classique du type 'a option est en substitution au type bool. Considérons par
exemple une fonction de recherche : existe-t-il un élément dans le tableau vérifiant telle pro-
priété ? Une telle fonction aurait un type de retour booléen : oui ou non. On pourrait toutefois
enrichir une telle fonction en : existe-t-il un élément dans le tableau vérifiant telle propriété ? Si
oui le retourner. Une telle fonction aurait un type de retour optionnel : non (None) ou oui et
voici ’élément (Some (élément)).
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